Les arbres

1 Introduction

Un arbre impose une structure hiérarchique à un ensemble d’objets. Un arbre généalogique ou l’organigramme d’une entreprise en sont des exemples qui nous sont familiers. L’arbre est une structure de données fondamentale en informatique, très utilisé dans tous les domaines, parce que bien adaptée à la représentation naturelle d’informations homogènes organisées, et d’une grande commodité et rapidité de manipulation. L’usage des arbre est multiple, car il capte l’idée de hiérarchie. À titre d,exemples, nous pouvons citer:

· découpage d’un livre en parties, chapitres, sections, paragraphes . . .,

· hiérarchies de fichiers,

· expressions arithmétiques

· compression de données (code Huffman)

· décomposition syntaxique

· tri 

· etc …

Exemple : L’expression A - (B + C * (D - E)) * F se représente facilement par un arbre où apparaît clairement la priorité des opérations:
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3. Terminologie de base et définitions

Un arbre est un ensemble d’éléments appelés nœuds. Un nœud, comme tout élément d’une liste, peut être de n’importe quel type.  On le symbolise souvent par une lettre, une chaîne de caractères ou un nombre inscrit dans un cercle. 


Livre
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                                                    Figure 2.

Les arbres sont des structures non linéaires : chaque élément de l’arbre, bien que n’ayant qu’un prédécesseur, peut avoir plus d’un successeur.  Dans la figure 2, C1, C2 et C3 qui constituent les chapitres du livre sont tous successeurs du nœud livre.  

Une feuille est un nœud qui n’a pas de successeur (C3).  

La racine est un nœud qui n’a pas de prédécesseur (Livre). 

Tout autre nœud a un et un seul prédécesseur.  Un nœud qui n’est ni une feuille ni la racine est appelé nœud intérieur. 

Les nœuds sont liés par une relation dite de parenté (symbolisée par un segment ou un arc). Livre est le père (parent ) de C1, C2 et C3. Ces trois nœuds sont les fils de Livre.  C1, C2, C3 sont des nœuds frères. C1, C2 et C3 sont des sous-arbres de Livre. C3 est un sous arbre sans descendance. Le sous-arbre de nœud C2 a trois sous-arbres correspondant aux sections S2.1, S2.2, et S2.3.

Si 
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 sont des nœuds d’un arbre et que 
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 pour 1 ≤ i ≤ k, cette suite est appelée chemin entre le nœud 
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 et le nœud 
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. La longueur d’un chemin est le nombre de nœuds qu’il contient –1 (c’est en fait le nombre de segments ou arcs). 

On dit qu’un nœud a est un ascendant ou ancêtre d’un nœud b, s’il existe un chemin entre a et b. b est dit descendant de a.  Les ancêtres de S2.1 sont lui-même, C2 et Livre et ses descendants sont lui-même, S2.1.1 et S2.1.2. Noter que tout nœud est à la fois l’un de ses propres descendants et de ses propres ancêtres. 

La profondeur d’un sommet v est la longueur du chemin qui va de la racine à ce sommet, on écrit prof(v)

Le niveau p est formé des sommets de profondeur p.

La hauteur d’un arbre est un de plus que la longueur du plus long chemin de la racine à une feuille. Un arbre vide est de hauteur 0.
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Il existe plusieurs types d’arbres, les principaux sont les suivants :

Arbre binaire : C’est un arbre dont un nœud n’accepte pas plus de deux nœuds, un nœud fils à droite et un fils à gauche (à part les feuilles). Dans ce type d’arbre on a :

· Arbre binaire (non équilibré)

· L’arbre AVL (Arbre binaire équilibré)

Arbre n-aires : C’est un arbre dont chaque nœud peut accepter de 0 à n nœuds. Dans ce type d’arbre on a:

· L’arbre de recherche (arbre non équilibré)
· Le B-arbre

· Le B-arbre*

· Le B-Arbre+

ces trois derniers types d’arbres sont équilibrés (on verra par la suite, la notion d’quilibrage).
4. Les opérations de base 

La structure d’arbre n’est pas liée à des primitives de manipulations caractéristiques, comme Empiler et Dépiler. On distingue les arbres quelconques sur lesquels les seuls opérations usuelles de manipulation sont les parcours des arbres ordonnés sur lesquels il peut être intéressant de définir en plus, des primitives d’ajout et de retrait d’un élément tout en conservant l’ordre.  Il est évidemment possible de faire des opérations de mise à jour (retrait ou ajout d’un élément) sur des arbres quelconques. Dans ce cas, il faut en général prendre en compte le contexte particulier de l’utilisation de l’arbre. Par exemple dans une arborescence de fichiers sur disque, on ne peut détruire un fichier que s’il est une feuille de l’arbre.

5. Parcours d’arbres

Parcourir un arbre signifie visiter dans un certain ordre tous ses nœuds.  Les parcours les plus classiques sont les parcours infixé, préfixé et postfixé. Ces parcours sont définis récursivement de la manière suivante :

1- Infixe (symétrique) : on parcourt d’abord le premier sous-arbre en infixé, puis la racine, puis chacun des autres sous-arbres, en infixe.

2- Préfixe : on parcourt d’abord la racine, puis chacun des sous-arbres en préfixe.

3- Postfixe : on parcourt d’abord tous les sous-arbres en postfixe, puis on parcourt la racine.

Exemple
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Voici, l’ordre de visite des nœuds pour chacun des parcours précédents.

1- infixe :    L J E B F A C G D H K I

2- préfixe :  A B E J L F C D G H I K

3- postfixe : L J E F B C G H K I D A

Un autre exemple :
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Infixe :   h  e  i  b  f  a  c  d  j  g  o  k  p  q  l  m  n

Prefixe : a  b  e  h  i  f  c  d  g  j  k  o  p  q  l  m  n

Postfixe : h   i  e  f  b  c  j  o  p  q  k  l m  n  g  d  a

Algorithmes de parcours

Prefixe (nœud)

début

traiter nœud

Pour chaque fils f de nœud, s’il y en a 

Depuis le plus à gauche au plus à droite faire

Prefixe (f)

fin

Infixe (nœud) {

    si nœud est une feuille alors 

traiter nœud

    sinon {
           
    infixe (fils le plus à gauche de nœud)


    traiter nœud


    pour chaque fils f de nœud, à l’exception du plus à gauche 


   depuis le plus à gauche jusqu’au plus à droite faire



infixe (f)


 }
}

Posfixe (nœud) {

   Pour chaque fils f de nœud, s’il y en a 

   depuis le plus à gauche au plus à droite faire

              postfixe (f) ;

   Traiter nœud ;

}

Une fois le parcours d’arbres réglé, on peut se demander quelles opérations réaliser sur les arbres. On peut construire un arbre vide, faire une copie d’un arbre ou d’une partie d’un arbre.  On peut également effectuer des opérations sur les nœuds, on peut vouloir accéder au contenu d’un nœud spécifique, connaître le nombre de ses fils, accéder à l’un (quelconque) de ses fils, ou encore en insérer un nouveau. Toutes ces opérations doivent être codées selon les besoins.

6. Les arbres binaires 

Les arbres binaires sont un cas particulier d’arbres. Ce sont des arbres où chaque nœud possède au plus un fils gauche et au plus un fils droit. Même si un nœud possède donc un seul fils, il peut être un fils gauche ou un fils droit.

Exemple
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Un arbre binaire est beaucoup plus simple qu’un arbre quelconque. Noter que tout arbre quelconque peut être représenté par un arbre binaire (comment ?). 

Si p est un pointeur vers un nœud d’un arbre, on supposera que les fonctions Info(p), Gauche(p), Droite(p), Pere(p) et Frere(p) désignent respectivement l’information , le fils gauche, le fils droit, le père et le frère de p.

Ainsi, les fonctions booléennes EstFilsGauche(p) renvoie Vrai si le nœud pointé par p est un fils gauche, EstFilsDroit (p) , renvoie Vrai si le nœud pointé par p est un fils droit.

La fonction EstFilsGauche (p) peut être implantée comme suit :

q ( Pere (p) 

SI (q = Null ) RETOURNER (faux)

SI Gauche (q) = p RETOURNER (Vrai) 

RETOURNER (faux)

Proposition
(i) le nombre maximum de noeuds au niveau  i d’un arbre binaire  est 2i, i >=0 et

(ii) le nombre maximum de noeuds d’un arbre binaire de hauteur k est 2k - 1, k>=1. 

Preuve: 

(i) elle est par induction sur  i. 

Induction de base: la racine est le seul nœud au niveau i = 0. Par conséquent, le nombre maximum de noeud au niveau  i = 0 est 
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 = 2i = 1. La relation est donc vérifiée.
Hypothèse d’induction: Supposons que la relation est vraie jusqu’à i-1, c’est-à-dire que le nombre maximum de noeuds au niveau  j est  2j  pour tout  j= 0,1,2,…,i-1.
Étape d’induction: le nombre  maximum de noeuds au niveau i - 1 est 2i - 1, par l’hypothèse d’induction. Comme chaque nœud dans un arbre binaire possède au maximum 2 descendants, le nombre maximum de noeuds au niveau i est 2 fois le nombre maximum du niveau i – 1, c’est-à-dire  2i.  par conséquent la relation est vraie pour tout i.
(ii) le nombre maximum de noeuds dans un arbre binaire de hauteur k  est  la somme sur i de  (nombre maximum de noeuds au niveau i)  = 1+ 2+ 4 + …. +  2k-1 =  2k  -1.               
Il existe deux variantes d’arbres binaires : 

Arbre binaire plein: Chaque sommet est soit un sommet interne avec exactement deux enfants, soit une feuille.

Arbre binaire complet: C’est un arbre plein jusqu’à la hauteur 
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 (où  h est la hauteur de l’arbre). Le dernier niveau est rempli de gauche à droite.

Exemple: 
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L’arbre (a) est plein mais pas complet; l’arbre (b) est complet mais pas plein.

Propriété des arbres binaires pleins

Certains algorithmes n’utilisent que les feuilles des arbres binaires pour stocker l’information. Les sommets internes ne servent qu’à encoder l’information structurale de l’arbre. Pour l’analyse 

de l’espace utilisé par ces algorithmes, il faut connaître les rapports minimum et maximum entre le nombre de feuilles et de sommets internes dans les arbres contenant n sommets internes.

Si l’arbre est une chaîne, ce rapport sera le plus petit. Le rapport sera maximal si l’arbre est plein. Et le théorème suivant nous dit que ça ne dépend pas de la forme de l’arbre.

Théorème 1 : Dans un arbre binaire non-vide et plein ayant k sommets internes, le nombre de feuilles est k +1.

Démonstration: La preuve est par induction sur k, le nombre de noeuds internes. 

Vérification pour  k = 1: un arbre binaire ayant un noeud interne doit avoir deux feuilles. 

Hypotèse d’induction: Supposons qu’un arbre de (k-1) noeuds internes possède k feuilles. 

Étape d’induction : Soit T un arbre plein ayant k noeuds internes. Prenons un nœud interne I dont les deux descendants sont des feuilles. Supprimons ses deux enfants; cela rend I une feuille. Il nous reste un arbre T*  ayant k-1 noeuds internes. Par hypothèse d’induction, T* possède (k-1)+1 = k feuilles. Maintenant, ajoutons les deux feuilles enlevées à I. On obtient de nouveau l’arbre T. Combien de feuilles y en a-t-il? On vient de rajouter deux feuilles. Comme T* en a déjà k, alors on est tenté de dire que T en a k+2 (dans ce cas, on a compté I deux fois).  Ceci n’est pas le cas car dans T, le nœud I n’est plus une feuille. Par conséquent,  T possède k+1 feuilles. (
Le théorème suivant est utile lorsqu’on cherche à analyser le coût en espace de l’implémentation d’arbres binaires.

Théorème 2 : Le nombre de sous-arbres vides dans un arbre binaire non-vide comportant k sommets est k +1.

Démonstration: Par définition,  chaque nœud d’un arbre binaire T a deux enfants, pour un total de 2k enfants dans un arbre de k sommets. Chaque sommet, excepté la racine, a un parent, pour un total de (k-1) sommets avec des parents. Autrement dit, il y a (k-1) enfants non-vides. Comme le nombre total d’enfants est 2k , les (k+1) d’enfants restants doivent être  vides.  (
Parmi les opérations de base sur les arbres binaires on peut citer :

· CreerArbre (Arbre) : crée un arbre vide

· ArbreVide (Arbre) : teste si un arbre donné est vide

· ViderArbre (Arbre) : vide l’arbre en rendant au gestionnaire de mémoire les nœuds de l'arbre.

· CreerNoeud (X) : crée un nœud contenant l’information X et renvoie son adresse. Ne l’attache pas 

· AttacherGauche (A, X) : Attache un nœud contenant l’information X à gauche de son nœud racine A. Renvoie Vraie si l’opération a réussi et Faux sinon.

· AttacheDroite ( A,X) : Attache un nœud contenant l’information X à droite de son nœud racine A.  Renvoie Vraie si l’opération est réussie et Faux sinon.

· Chercher (arbre, X) : cherche le nœud contenant l’information X dans l’arbre et son adresse s’il existe sinon elle renvoie NULL.

· Ajouter (Arbre , X) : Ajoute un nœud à l’arbre. L’algorithme dépend de l’espèce de l’arbre.  Quatre cas sont possibles :

· Le nœud est ajouté comme racine

· Le nœud est ajouté comme feuille

· Le nœud est ajouté à une position telle qu’il ne possède qu’un seul enfant

· Le nœud doit posséder deux enfants.

· Supprimer (Arbre , X) : Supprime un nœud de l’arbre. Comme pour l’ajout, cette opération dépend de la nature de l’arbre.  Les cas à considérer sont les mêmes que pour l’ajout.

· Construire (Arbre) : Dépend de la nature de l’arbre. On le construit nœud par nœud et cette opération se ramène à celle d'ajout.

7. Les arbres binaires de recherche

C'est fondamentalement un arbre binaire qui obéit à une règle suivante: Le sous arbre gauche ne contient que des valeurs inférieures ou égales à la clé courante. Celui de droite contient de valeur supérieurs à la clé courante.
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Note : Un parcours infixe d'un arbre binaire de recherche permet de traiter les clés de la plus petite à la plus grande pour un parcours infixe main gauche, ou de la plus grande à la plus petite pour un parcours infixe main droite.  
Un arbre binaire de recherche ne peut donc avoir de valeur répétée.
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L’arbre de droite est l’arbre de gauche dans lequel on a supprimé le nœud 7 et on ajouté le nœud 1. Il est évident que l’ordre doit être préservé.

1. L'algorithme de recherche d'un élément data:

Une procédure de recherche semblable à la recherche dichotomique sur un tableau s'impose naturellement pour cette structure. Parce que l’arbre possède la propriété d’un arbre de recherche, la manière d’y rechercher un élément est comme suit:

1. commencer à la racine

2. si la valeur de ce noeud est l’élément recherché, stop

3. si la valeur du noeud courant est plus grande que la valeur recherchée, alors continuer la recherche dans la partie gauche de l’arbre.

4. si la valeur du noeud courant est plus petite que la valeur recherchée, alors continuer la recherche dans la partie droite de l’arbre.

5. On poursuit ainsi la recherche jusqu'à trouver la valeur data ou arriver à une feuille de l'arbre . Si on tombe sur une feuille et que data n'est pas trouvée, la valeur data n'existe pas dans l'arbre. 

Complexité de cette opération :  On peut démontrer que le temps nécessaire en moyenne pour déterminer la présence d’un élément dans l’arbre est en  O(log(n)) . Toutefois, dans le cas défavorable, cette complexité est en O(n) (pourquoi ?)

2. 
L’algorithme d’ajout est très simple. Si on trouve la valeur que l’on veut insérer, on ne l’ajoute pas. Si on ne la trouve pas, le dernier nœud visité est nécessairement le parent de celui que l’on veut rajouter. Il suffit alors de l’ajouter à gauche ou à droite de ce nœud selon le cas.

Exemple :
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3. La suppression est un peu plus compliquée. On procède de la façon suivante : une fois localisé l’élément à supprimer, on se trouve dans une des situations suivantes :

1- Le nœud en question a un seul enfant : on le supprime et on le remplace par son enfant.

2- Le nœud en question est une feuille : on le supprime et on le remplace par NULL

3- Le nœud en question a deux enfants : on le supprime et on le remplace par l’élément minimal de son fils droit, ou par l’élément maximal de son fils gauche.

Noter que pour enlever le plus petit élément d’un arbre, il suffit de descendre dans l’arbre . en choisissant toujours la branche de gauche, jusqu’à atteindre un nœud qui n’a pas de fils gauche. On a alors atteint l’élément minimal. Il suffit alors de le remplacer par son fils droit.

On résume ces opérations par le schéma suivant :
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Remarque : La valeur  32 aura aussi fait l’affaire pour cet exemple. 

8. Implantation des arbres binaires 

8.1 Implantation par pointeurs: Schématiquement on a ceci :

[image: image50.wmf]8


Pour implanter les arbres binaires en utilisant les pointeurs, nous avons besoin de définir un nœud (appelé NoeudBin) qui contient l’information qu’on doit stocker ainsi que deux pointeurs vers les fils gauche et droit.

#include <iostream.h>

class NoeudBin

{   // nœud pour un arbre binaire

 public:


int element ; // valeur du noeud


NoeudBin *gauche; // Pointeur vers le fils gauche 


NoeudBin *droit; // Pointeur vers le fils droit

 
// deux constructeurs avec et sans valeur initiale


NoeudBin (){



gauche = droit = NULL ;


}


NoeudBin(int elem,NoeudBin *g = NULL, NoeudBin *d = NULL ) {



element = elem ;



gauche = g ;



droit = d ;


}


NoeudBin *FilsGauche () const{



return gauche ;

      }


NoeudBin *FilsDroit () const


{



return droit ;

      }


int Valeur () const 


{



return element ;


}

 
void FixerValeur ( int val )


{



element = val ;


}

 
bool EstUneFeuille () const//retourne vrai si le nœud en question est une feuille


{



return ( gauche == NULL ) && ( droit == NULL ) ;


}

};

Notez qu’ici on a omis le  pointeur parent qui peut être utile dans certaines applications.

Implantation des parcours des arbres binaires 

void Prefixe ( NoeudBin *r )     // r est la racine d'un sous-arbre

{

  if ( r != NULL ){


Visiter (r); // effectuer tout traitement désiré sur le nœud 


Prefixe (r->gauche) ;


Prefixe (r->droit) ;

  }


return ;

}

void Infixe(NoeudBin *r ) // r est la racine d'un sous arbre{

  if ( r != NULL ){

    Infixe (r->gauche) ;

    Visiter (r);// effectuer tout traitement désiré sur le nœud

    Infixe (r->droit) ;

   }

 return ;

}

void Postfixe (NoeudBin *r) // r est la racine d'un sous arbre{

 if ( r != NULL ){

  Postfixe (r->gauche) ;

  Postfixe (r->droit) ;

  Visiter (r) ;// effectuer tout traitement désiré sur le nœud

  }

 return ;

}

Implantation des arbres binaires de recherche

class BST{

 private:


NoeudBin *racine ;


void AideVider ( NoeudBin * ) ;     // Fonctions d'aide


void AideInserer ( NoeudBin *&, int ) ;


void AideSupprimer ( NoeudBin *&, int ) ;


NoeudBin *AideRechercher ( NoeudBin *, int ) const ;


void AideImprimer ( const NoeudBin *, int ) const ;

 public:


BST () 


{



racine = NULL ;


}


~BST ()


{



AideVider( racine) ;


}


void ViderArbre ()


{



AideVider(racine) ;



racine = NULL ;


}

           void Inserer ( int elem )


{



AideInserer( racine, elem) ;


}


void Supprimer ( int elem )


{



AideSupprimer(racine, elem) ;


}


NoeudBin *SupprimerMin ( NoeudBin *& ) ;


NoeudBin *Rechercher ( int elem ) const 


{



return AideRechercher ( racine, elem ) ;


}


bool EstVide () const


{



return racine == NULL ;


}


void Imprimer () const


{



if ( racine == NULL )




cout << "l'arbre est vide\n" ;



else




AideImprimer ( racine, 0 ) ;


}

};

Noter l'utilisation de fonctions d'aide, utilisées par les fonctions membres dans la partie privée de l'arbre.

NoeudBin *BST::AideRechercher ( NoeudBin *r, int val ) const{

 if ( r == NULL )

 
return NULL ;       // arbre vide

else


if ( val < r->Valeur() )


return AideRechercher ( r->FilsGauche(), val) ; // chercher

        dans le sous arbre gauche


else



if ( val == r->Valeur() )




return r ;



else




return AideRechercher ( r->FilsDroit(), val ) ;

// recherche dans le sous  arbre droit

}

void BST::AideInserer ( NoeudBin *& r, int val )

{


if ( r == NULL )   // arbre vide, on crée un noeud



r = new NoeudBin ( val, NULL, NULL) ;


else



if ( val < r->Valeur() )




AideInserer ( r->gauche, val ) ;



else




AideInserer ( r->droit, val ) ;

}

Noter l'utilisation d'une référence à un pointeur.

// Supprime le plus petit élément de l'arbre de racine r

NoeudBin * BST::SupprimerMin ( NoeudBin *& r )

{


assert ( r != NULL ) ;   //  on vérifie que l'arbre n'est pas vide


if ( r->gauche != NULL )   // on continue à gauche



return SupprimerMin ( r->gauche ) ;


else    // le minimum est trouvé à ce stade

{



NoeudBin *temp = r ;



r = r->droit ;



return temp ;


}

}

L'élément le plus petit de l'arbre est l'élément le plus à gauche. 

Noter l'utilité de cette fonction dans le cas de la suppression d'un élément quelconque de l'arbre.

void BST::AideSupprimer ( NoeudBin *& r, int val ) 

{


if ( r == NULL )



cout << val << "n'est pas dans l'arbre \n";


else



if ( val < r->Valeur() )         // chercher à gauche




AideSupprimer ( r->gauche, val ) ;



else




if ( val > r->Valeur() )     // chercher à droite





AideSupprimer ( r->droit, val ) ;




else




{





NoeudBin *temp = r ;





if ( r->gauche == NULL )  // a seulement un fils droit






r = r->droit ;   // faire pointer vers la droite





else






if ( r->droit == NULL ) // seulement un fils gauche






r = r->gauche ;






else






{







// le nœud a deux fils







temp = SupprimerMin ( r->droit ) ;

//  supprime le plus petit du fils droit







FixerValeur ( temp->Valeur() ) ;






}





delete temp ;




}

}

// supprime tous les nœuds de l'arbre 

void BST::AideVider ( NoeudBin *r )

{


if ( r == NULL )



return ;


AideVider ( r->FilsGauche() ) ;


AideVider ( r->FilsDroit() ) ;


delete r ;

}

// Affiche tous les éléments d'un arbre, utilise une indentation pour voir la structure de l'arbre.

// Comme on peut le constater, l’affichage se fait suivant un parcours infixe.

void BST::AideImprimer ( const NoeudBin *r, int niveau ) const

{


if ( r == NULL )



return ; // arbre vide


AideImprimer ( r->FilsGauche(), niveau + 1 ) ; // Affiche le sous-arbre gauche


for ( int i = 0; i < niveau; i++ )



cout << " " ;             // réalise l'identation

            cout << r->Valeur;               // affiche la valeur proprement dite   


AideImprimer ( r->FilsDroit(), niveau + 1 ) ;  // Affiche le sous-arbre droit

t

}

8.2. Analyse de l’utilisation de l’espace mémoire 

La mémoire utilisée par les pointeurs vers les enfants d’un sommet occasionne un ”gaspillage” de mémoire. Si un arbre plein possède n sommets, et que chacun d’eux (y compris les feuilles) est implémenté par NoeudBin comme ci-dessus, la mémoire totale utilisées est n(2p + d) où  p est l’espace utilisé pour un pointeur, et d l’espace pour les données.

Dans ce cas, on utilise 2np uniquement pour maintenir la structure de l’arbre. Supposons p = d, alors 
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 de mémoire sert à  encoder la structure.

On sait que approximativement la moitié des nœuds d’un arbre plein sont des feuilles (voir théorème 1 ci-dessus). Si on n’utilise pas de pointeurs pour les feuilles, la mémoire totale est 
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Supposons p = d, alors la ratio devient 
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. Autrement dit,  la moitié de la mémoire sert à encoder la structure.  Si de plus les sommets internes ne contiennent pas de données, la mémoire totale est  
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 et celle utilisée pour maintenir la structure est  
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Si p = d, le rapport de ces deux valeurs est 2/3. Donc le deux tiers de la mémoire sert à encoder la structure. 

Problème: il faut ajouter de l’information dans la classe NoeudBin pour déterminer son type (selon que c’est un sommet interne ou externe). Il existe des techniques de programmation permettant de contourner cette difficulté.

8.3. Applications : codage de Huffman

Il est souvent pratique de compacter des données. Ceci peut sauver de l’espace sur disque et accélérer la vitesse de transfert des informations le cas échéant. 

En général, dans un programme, on représente un ensemble d’éléments en affectant un code unique à chaque élément. Par exemple, dans le code standard ASCII, chaque caractère est représenté par 8 bits. Il faut un nombre minimum de bits pour représenter de façon unique chaque caractère. De façon générale, Il faut log(n) bits pour représenter n valeurs différentes. On parle dans ce cas de codification de longueur fixe. Cette méthode serait la plus efficace si tous les caractères étaient utilisés de façon équitable.  Une autre approche consiste à trouver des codes de longueur variable.  Cette codification tient compte de la fréquence d’apparition d’un caractère.  Il est évident que les caractères les plus fréquemment utilisés devraient avoir des codes plus petits. Cette approche est utilisée par Huffman pour la compression de fichiers. Pour coder ses caractères Huffman commence par construire un arbre (appelé l’arbre de Huffman).  Le code de chaque caractère est alors déduit de cet arbre. 

Algorithme

A) Construction de l’arbre de Huffman 

1- Pour chaque symbole, créer un arbre avec un nœud et ordonner ces arbres par rapport à la fréquence d’apparition

2- Tant qu’il reste plus d’un arbre

Prendre les deux arbres a1 et a2 ayant les plus petites fréquences f1 et f2 (f1<=f2)

Créer un arbre avec a1 et a2 comme fils

La fréquence associée au nouvel arbre est égale à f1 +f2;

 Considérant les huit lettres suivantes ordonnées par ordre de fréquence d’apparition.

	Z
	K
	F
	C
	U
	D
	L
	F

	2
	7
	24
	32
	37
	42
	42
	120


Examinons les 5 premières étapes de l’algorithme sur les lettres ci dessus.
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Étape 1 : 
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Étape 2  
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Étape 3
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Étape 4 :
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Étape 5
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On continue le processus jusqu’à obtenir un arbre (voir arbre ci-dessous) avec une racine de fréquence 306.

B) Le code de Huffman Une fois l’arbre construit, toutes les branches gauches seront étiquetées 0 et les branches droites 1. Le code d’un caractère est obtenu en concaténant les 0 et les 1 rencontrée en partant de la racine de l’arbre à la feuille qui contient la fréquence du caractère en question. Sur notre exemple on aurait :
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Les codes des lettres est donné dans le tableau suivant :

	Lettre
	 Fréquence
	Code 
	Bits

	C
	32
	1110
	4

	D
	42
	101
	3

	E
	120
	0
	1

	F
	24
	11111
	5

	K
	7
	111101
	6

	L
	42
	110
	3

	U
	37
	100
	3

	Z 
	2
	111100
	6


En utilisant l’algorithme de Huffman, on obtient les codes suivants pour les mots :

1. DEED : 10100101

2. MUCK : 110100111011111
Le Décodage :

Le décodage d’un message, codé avec l’algorithme de Huffman, est effectué en regardant à la chaîne de bits de gauche vers la droite jusqu'à`ce qu’une lettre soit décodé. Cela pourrait être fait en utilisant l’arbre de Huffman en commençant par la racine. Dépendant de la valeur du bit – gauche pour 0 ou droite pour 1, on suit les branches de l’arbre jusqu’à arriver à une feuille. La feuille contient le premier caractère du message. On recommence ensuite ce processus pour les autres caractères du message. 

Exemple : Pour décoder le message 1011001110111101, on commence par la racine de l’arbre et on prend la droite pour le premier 1, ensuite la gauche pour le 0, ensuite la droite qui nous conduit à une feuille de l’arbre, correspondant à la lettre D. On recommence ensuite à partir du quatrième bit qui est 1. On prend la droite, puis les deux branches de gauche. On arrive à une feuille correspondant  à la lettre U. Ainsi de suite, jusqu’à épuiser et décoder tout le message.

Définition : Un codage est dit avoir la propriété de préfixe, si aucun code dans cet ensemble n’est le préfixe d’un autre code. 

Cette propriété garantie qu’il n’y a aucune ambiguïté dans le décodage d’une chaîne de caractères. Autrement dit, quand on atteint le dernier bit d’un code, dans le processus de décodage, on connaît la lettre correspondant à ce code. 

Le codage de Huffman possède la propriété du préfixe, car un préfixe dans ce cas correspond  à une feuille interne dans l’arbre de Huffman. Par exemple le code pour M est 1111. Cela signifie qu’on est sûr qu’il n’existe pas de lettre ayant un code de 111 car correspondant à une feuille interne.

Efficacité de l’algorithme de Hoffman

En théorie, cet algorithme est optimal en ce sens qu’il utilise moins d’espace pour effectuer un codage. Mais cela n’est vrai que si l’on connaît les vraies fréquences d’apparition  des lettres, et cette fréquence est indépendante du contexte de la lettre dans le message. En pratique, la  fréquence d’apparition d’une lettre change en fonction du contexte du message. 

Le deuxième facteur qui peu affecter l’efficacité de la compression du codage de Hoffman est la fréquence relative des lettres. Certaines fréquences ne donnent aucun gain par rapport au codage de longueur fixe, alors que d’autres vont générer un gain substantiel. Toutefois, on peut dire, qu’en général, le codage de Hoffman performe mieux quand il y a une grande variation dans les fréquences d’apparition des lettres. 
9. Implantations des arbres binaires par un tableau: les monceaux (les tas) 

      - heap en anglais. 

Définition : Un monceau (tas) est un arbre binaire complet dans lequel il existe un ordre entre un nœud et ses descendants.
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                                    Figure 4.3 : Représentation en arbre d'un tas

On parle d’un Max-heap si tout nœud a une valeur plus grande ou égale à celles de ses deux fils. Dans ce cas, le plus grand élément de l’arbre est à la racine

On parle d’un Min-heap si tout nœud a une valeur plus petite ou égale à celles de ses deux fils. Dans ce cas, le plus petit élément de l’arbre est à la racine.

Pour les opérations suivantes, on supposera un Max-heap. Le traitement est symétrique dans le cas d’un Min-heap.

Une méthode élégante consiste à gérer une structure d'ordre partiel grâce à un arbre. La file de n éléments est représentée par un arbre binaire contenant en chaque noeud un élément de la file (comme illustré dans la figure 4.3). L'arbre vérifie deux propriétés importantes: d'une part la valeur de chaque noeud est supérieure ou égale à celle de ses enfants, d'autre part l'arbre est quasi complet, propriété que nous allons décrire brièvement. Si l'on divise l'ensemble des noeuds en lignes suivant leur hauteur, on obtient en général dans un arbre binaire une ligne 0 composée simplement de la racine, puis une ligne 1 contenant au plus deux noeuds, et ainsi de suite (la ligne i contenant au plus 2i noeuds). Dans un arbre quasi complet les lignes, exceptée peut être la dernière, contiennent toutes un nombre maximal de noeuds (soit 2i). De plus les feuilles de la dernière ligne se trouvent toutes à gauche, ainsi tous les noeuds internes sont binaires, excepté le plus à droite de l'avant dernière ligne qui peut ne pas avoir de enfants droit. Les feuilles sont toutes sur la dernière et éventuellement l'avant dernière ligne.
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Un tas. à gauche, la vue du tas sous forme d’arborescence, à droite le tableau qui le supporte.

On peut numéroter cet arbre en largeur d'abord, c'est à dire dans l'ordre donné par les petits numéros figurant au dessus de la figure 4.3. Dans cette numérotation on vérifie que tout noeud i a son père en position i/2, l’enfant gauche du noeud i est 2i, l’enfant droit 2i + 1. 

Ceci permet d'implémenter cet arbre dans un tableau a (voir figure 4.4) où le numéro de chaque noeud donne l'indice de l'élément du tableau contenant sa valeur.
[image: image23.png]



                                 Représentation en tableau d'un tas

L'ajout d'un nouvel élément v à la file consiste à incrémenter n puis à poser a[n] = v. Ceci peut ne plus représenter un tas car la relation a[n/2] 
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v  n'est pas nécessairement satisfaite. Pour obtenir un tas, il faut échanger la valeur contenue au noeud n et celle contenue par son père, remonter au père et réitérer jusqu'à ce que la condition des tas soit vérifiée. Ceci se programme par une simple itération (cf. la figure 4.5).
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Figure 4.5 : Ajout dans un tas

static void ajouter (int v)  {

  ++nTas;

  int i = nTas - 1;

  whi le (( i > 1) && ( a[pere (i)] < clé )) {

      a[i] = a[pere (i)];

   i = pere (i);

}

 a[i] = v;

ou plus précisément :

  while (i > 0 && a [i/2] <= v) {

      a[i] = a[i/2]; 

      i = i/2;

  }

  a[i] = v;

}

On vérifie que, si le tas contient n éléments, le nombre d'opérations n'excédera pas la hauteur de l'arbre correspondant. Or la hauteur d'un arbre binaire complet de n noeuds est log n. Donc la fonction Ajouter ne prend pas plus de O(log n) opérations.

Remarquons que l'opération de recherche du maximum est maintenant immédiate dans les tas. Elle prend un temps constant O(1).

static int maximum ()  {

    return a[0];

}

Suppression d’un élément

Considérons l'opération de suppression du premier élément de la file. Il faut alors retirer la racine de l'arbre représentant la file, ce qui donne deux arbres! Le plus simple pour reformer un seul arbre est d'appliquer l'algorithme suivant: 

On met l'élément le plus à droite de la dernière ligne à la place de la racine, on compare sa valeur avec celle de ses enfants, on échange cette valeur avec celle du vainqueur de ce tournoi, et on réitère cette opération jusqu'à ce que la condition des tas soit vérifiée. Bien sûr, il faut faire attention, quand un noeud n'a qu'un enfants, et ne faire alors qu'un petit tournoi à deux. Le placement de la racine en bonne position est illustré dans la figure 4.6.

[image: image26.png]



Figure 4.6 : Suppression dans un tas

static void supprimer () {

  int i, j;

  int v;

  a[0] = a[nTas - 1];

  --nTas;

  i = 0; v = a[0];

  while (2*i + 1 < nTas) {

      j = 2*i + 1;

      if (j + 1 < nTas) 

          if (a[j + 1] > a[j]) 

              ++j;

      if (v >= a[j]) 

          break;

      a[i] = a[j]; i = j;

  }

  a[i] = v;

}

Il est clair que la suppression du premier élément du tas ne prend pas un temps supérieur à la hauteur de l'arbre représentant le tas, autrement dit en O(log n) opérations. La représentation des monceaux par des tableaux permet donc de faire les trois opérations demandées: ajout, retrait, chercher le plus grand en log n opérations. 

9.1. Implantation des monceaux

#include <assert.h>

typedef int Elem ;

class Tas

{

 private :


Elem *tab ;   //pointeur vers le tableau qui contient les éléments du monceau
     

   // Elem est le type d'un élément du monceau


int taille ; // taille max du monceau


int nbelem ; // nombre d'éléments effectif dans le monceau


void Entasser(int);// Place un élément à la bonne position ;

 public :


Tas ( Elem *, int, int );//constructeur


int TailleDuTas () const;//retourne la taille courante du monceau


bool EstUneFeuille ( int ) const;//retourne vrai si l'élément à une

// position donnée est une feuille


int FilsGauche ( int ) const ;// retourne la position du fils gauche d'un élément à

// une position donnée 


int FilsDroit ( int ) const ;


int Parent ( int ) const ;

            // retourne la position du père d'un élément à une position donnée 


void Inserer ( const Elem ) ;  // insère un élément dans le monceau


Elem SupprimerMax () ;    // supprime la plus grande valeur du monceau


Elem Supprimer ( int ) ;  // supprime un élément à une position donnée


void ConstruireTas () ;  

// construire un tas à partir d'un tableau non ordonné

};

// Implantation des opérations

Tas::Tas ( Elem *h, int nombre, int max )  // constructeur

// nombre est la taille initiale du tas : nombre d'éléments chargés initialemnt dans le tableau

{


tab = h ;


nbelem = nombre ;


taille = max ;

}

int Tas::TailleDuTas () const   // retourne la taille actuelle du tas

{


return nbelem ;

}

bool Tas::EstUneFeuille ( int pos ) const 

{


return ( pos >= nbelem/2 ) && ( pos < nbelem ) ;

}

// retourne la position du fils gauche de l'élément à la position pos

int Tas::FilsGauche ( int pos ) const 

{


assert ( pos < nbelem/2 ) ; // s'assure que la position a un fils gauche


return 2 * pos + 1 ;

}

// retourne la position du fils droit de l'élément à la position pos


int Tas::FilsDroit ( int pos ) const

{


assert ( pos < (nbelem-1)/2 ) ;


return 2 * pos + 2 ;

}

// retourne la position du père de l'élément à la position pos

int Tas::Parent ( int pos ) const

{


assert ( pos > 0 ) ;    // s'assure que pos a un père


return ( pos - 1 ) / 2 ;

}

// insère un nouvel élément dans le monceau

void Tas::Inserer ( const Elem val ) 

{


assert (nbelem < taille);


int courant = nbelem++ ;  // un élément de plus


tab [courant] = val ;    // inséré à la fin du tas

// si l'élément inséré est plus grand que son pére, on 

// effectue une permutation

// on continue ce processus jusqu'à ce que l'élément soit à 

// la bonne postion.


while ( ( courant != 0 ) && ( tab [courant] ) > ( tab[Parent (courant)] ) )


{

//

Permuter ( tab[courant], tab[Parent(courant)]) ;



courant = Parent (courant) ;


}

}

// Noter que la clé d'un élément est le champ suivant lequel les nœuds sont ordonnés dans le tas.

Elem Tas::SupprimerMax () 

{


assert ( nbelem > 0 ) ;

//
Permuter ( tab[0], tab[--nbelem] ) ;// on permute avec la dernière valeur


if ( nbelem != 0 )    // ce n'est pas le dernier élément



Entasser (0) ;  // Mettre la nouvelle racine du tas à la bonne position


return tab [nbelem] ;

}

// supprime un élément à une position pos

Elem Tas::Supprimer ( int pos )

{


assert ( (pos > 0 ) && (pos < nbelem) ) ;

//
Permuter ( tab[pos], tab[--nbelem] ) ; // permute avec la dernière valeur


if ( nbelem != 0 )   // on est pas sur le dernier élément



Entasser (pos) ;  // mettre la nouvelle racine à la bonne position


return tab[nbelem] ;

}

// construit un tas à partir d'un tableau non ordonné

void Tas::ConstruireTas()  

{


for ( int i = nbelem/2 - 1;
i >= 0; i-- )



Entasser (i) ;

}

// (voir exemple en cours)

// place un élément à la bonne position pour maintenir la propriété des tas

void Tas::Entasser ( int pos )

{


assert ( (pos >= 0) && (pos < nbelem) ) ;


while ( !EstUneFeuille (pos) )


{



int j = FilsGauche (pos) ;



if ( j < (nbelem-1) &&   tab[j] < tab[j+1] )




j++ ;        // j sera l'indice du plus grand des deux fils. 



if ( (tab[pos]) >= (tab[j]))




return ;


//
permute ( tab[pos], tab[j]) ;



pos = j ;   // on descend d'un niveau


}

}

9.2. Application de tri

Ces opérations sur les tas permettent de résoudre un problème de tri à l’aide d’un algorithme appelé: HeapSort. Cet algorithme de tri possède la bonne propriété d'avoie une complexité temporelle de  0(n log n).

L’algorithme de HeapSort se divise en deux phases, la première consiste à construire un tas dans le tableau à trier, la seconde à répéter l'opération de prendre l'élément maximal, le retirer du tas en le mettant à droite du tableau. Il reste à comprendre comment on peut construire un tas à partir d'un tableau quelconque. On remarque d'abord que l'élément de gauche du tableau est à lui seul un tas. Puis on ajoute à ce tas, le deuxième élément avec la procédure Ajouter que nous venons de voir, puis le troisième, .... etc.

A la fin, on obtient bien un tas de N éléments dans le tableau à trier. Le programme est:

 static void heapSort ()  {

  int      i,v;

  nTas = 0;

  for (i = 0; i < N; ++i)

      ajouter (a[i]);

  for (i = N - 1; i >= 0; --i) { 

      v = maximum();

      supprimer();

      a[i] = v;

   }

}

10. Les arbres AVL

10.1 Les arbres de recherche de type AVL 

Les arbres AVL ont été introduits par les finlandais Adelson-Velskii Landis dans les années 60. En plus d’être un arbre de recherche, pour chaque nœud d’un arbre AVL, la différence des hauteurs entre le sous-arbres droit et le sous arbre gauche est  0, -1 ou 1. 

Bien entendu, lors de l'adjonction ou de la suppression, cette propriété peut se perdre. Il existe des algorithmes de rééquilibrage qui maintiennent cette propriété. 

Tout les noeuds sont des noeuds binaires auquel on rajoute un champ permettant de stocker la valeur de déséquilibre. Grâce à ce champ nous n'aurons pas besoin de recalculer la valeur de déséquilibre pour chaque noeud après une suppression/adjonction. 

Exemple 
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	Cet arbre est de type AVL
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                                                       Cet arbre est-il de type AVL?

Opérations de base

· Recherche
Étant avant tout un arbre de recherche, l’algorithme de recherche est identique à celui qu’on a vu pour un arbre binaire de recherche. 

· Insertion
Soit T un arbre AVL. Supposons que l'adjonction d'un élément x a lieu sur une feuille du sous arbre gauche G et qu'elle ne fait augmenter de 1 la hauteur de G, et que G doit rester un arbre AVL (donc avant adjonction le déséquilibre de G vaut 0 ). 

1. Si le déséquilibre de T valait 0 avant, il vaut 1 après. T reste un AVL et sa hauteur a augmentée de 1. 

2. Si le déséquilibre de T valait -1 avant, il vaut 0 après. T reste un AVL et sa hauteur n'est pas modifiée. 

3. Si le déséquilibre de T valait +1 avant, il vaut +2 après. T n'est plus H-équilibré, il faut donc le restructurer en AVL. L'adjonction a lieu dans: 

· Le sous arbre gauche: Le déséquilibre de G passe de 0 à 1, et on rééquilibre T par une rotation droite. 

· Le sous arbre droit: Le déséquilibre de G passe de 0 à -1, et on rééquilibre T par une rotation gauche droite. 

· Suppression


L'algorithme de suppression est plus compliqué. Il est fondamentalement le même que l'algorithme de suppression dans un arbre binaire de recherche. Seulement, la suppression peut entraîner un rééquilibrage, et à la différence de l'algorithme d'adjonction, le rééquilibrage peut entraîner des rééquilibrages en cascade, ce qui implique de connaître la totalité du chemin parcouru. Ainsi soit le chemin sera mémorisé dans une pile dans la version itérative de l'algorithme, soit grâce à la mémorisation de l'état précédant dans la version récursive. 

10.2. Évaluation préliminaire

Avant d'étudier les algorithmes qui permettent de maintenir un arbre binaire équilibré au sens AVL, il est nécessaire de s'assurer que le gain sera intéressant. 

La question est de savoir quelle est la hauteur maximale que peut avoir un arbre binaire équilibré au sens AVL. Pour cela nous allons nous occuper de la question inverse, à savoir quel est le nombre minimal de noeuds que peut avoir un arbre binaire équilibré au sens AVL de hauteur h.
 

Nous avons :
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on obtient la solution suivante : 
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Donc réciproquement la hauteur maximale h d'un arbre AVL contenant n éléments est telle que : 
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La complexité en pire cas des arbres binaires équilibrés au sens AVL est donc [image: image32.wmf]Q
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Algorithmes de rééquilibrage.

 
A chaque noeud de l'arbre, nous ajoutons une information indiquant quel est le sous-arbre le plus haut : 

 0
indique que les deux sous-arbres du noeud ont même hauteur.

-1
indique que le sous-arbre gauche est plus haut que le sous-arbre droit.
 1
indique que le sous-arbre droit est plus haut que le sous-arbre gauche.
 
Le nœud sera donc déclaré comme suit:

Supposons que le noeud A était précédemment équilibré: 
 
Lors d'une insertion dans le sous-arbre gauche deux cas se présentent : 
 
1.
La hauteur du sous-arbre gauche n'augmente pas : l'arbre était équilibré par hypothèse, donc il le reste.
 
2.
La hauteur du sous-arbre gauche augmente. Trois cas peuvent se présenter : 
· La hauteur du sous-arbre gauche était égale à la hauteur du sous-arbre droit moins un : l'arbre est alors encore mieux équilibré qu'avant l'insertion.

 
· La hauteur du sous-arbre gauche était égale à la hauteur du sous-arbre droit, l'arbre reste équilibré.
 
· La hauteur du sous-arbre gauche était égale à la hauteur du sous arbre droit plus 1 ; après l'insertion, l'arbre devient déséquilibré.
 
· Les deux cas où l'arbre reste équilibré bien que la hauteur du sous-arbre gauche augmente sont les suivants : 
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Dans le premier cas la hauteur de l'arbre n'augmente pas, alors que dans le second cas elle augmente.
 
Etudions les différentes possibilités qui se présentent lorsque l'arbre est déséquilibré. Supposons qu'avant l'insertion la hauteur du sous-arbre droit soit 
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, la hauteur du sous-arbre gauche avant l'insertion était égale à h, elle a augmenté lors de l'insertion, et est donc maintenant de 
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. Soit B le sous-arbre gauche de A. Deux possibilités se présentent : 
 

1) B penche gauche.
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Devient après ré-équilibrage : 
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2) B penche droite.

Un au moins des deux arbres Cg ou Cd a une hauteur 
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, l'autre pouvant avoir une hauteur h, et c'est celui sur lequel se produit le déséquilibre.

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Devient après ré-équilibrage : 
 
 
Nous appelons rotation chacune de ces opérations. Il est à remarquer que la deuxième rotation (double rotation) peut être obtenue en répétant deux fois la première rotation. 

Rotations 

Après chaque ajout ou suppression, il faut regarder si cela a entraîné un déséquilibre et si c'est le cas on rééquilibre par des rotations. 
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Implantation destructive

[image: image37.png]static Arbre rotationG(Arbre a)
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Implantation non destructive

[image: image38.png]static Arbre rotationC(Arbre a)
i
Arbre b = a.filsD;
Arbre ¢ = new Arbre (a.filsG,
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return new Arbre (c, b.contenu,
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Exemple d’insertion 
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La fonction de rééquilibrage suivante est appelée après un ajout dans le sous-arbre droit qui a provoqué une augmentation de la hauteur du sous arbre droit : 

void arbreAVL<T>::equilibreD ( noeudAVL<T> * & r, bool & h){ 
   noeudAVL<T> *r1, *r2; 
   switch(r->eq){ 
      case -1 : r->eq=0; h=false; break; 
      case  0 : r->eq = 1;break; 
      case  1 : r1 = r->droit; 
               if(r1->eq==1){ 
                   r->d=r1->gauche; r1->gauche=r;r->eq=0; r=r1; 
               } 
               else{ 
                   r2 = r1->gauche;r1->g=r2->droit; 
                   r2->droit=r1; 
                   r->droit=r2->gauche; r2->gauche = r; 
                   if(r2->eq== 1) r->eq = -1; else r->eq = 0; 
                   if(r2->eq==-1) r1->eq = 1; else r1->eq = 0; 
                   r=r2; 
              } 
              r->eq = 0; h=false; 
              break; 
   } 
} 
La fonction de rééquilibrage suivante est appelée après un ajout dans le sous-arbre gauche qui a provoqué une augmentation de la hauteur du sous arbre gauche : 

void arbreAVL<T>::equilibreG (noeudAVL<T> * & r, bool&h){ 
   noeudAVL<T> *r1, *r2; 
   switch(r->eq){ 
      case 1 : r->eq=0; h=false;break; 
      case 0 : r->eq = -1; break; 
      case -1 : r1 = r->g; 
                if(r1->eq==-1){ 
                   r->g=r1->d; r1->d=r;r->eq=0; r=r1;r->eq = 0; 

                   h=false; 
                } 
                else{ 
                    r2 = r1->droit; 
                    r1->d=r2->gauche; 
                    r2->gauche=r1; 
                    r->gauche=r2->droit; r2->droit = r; 
                    if(r2->eq==-1) r->eq = 1; else r->eq = 0; 
                    if(r2->eq==1) r1->eq =-1; else r1->eq = 0; 
                    r=r2; 
                    r->eq = 0; h=false; 
               } 
               break; 
   } 
} 

Insertion : La fonction d'ajout est écrite alors de la façon suivante :

 

void ajouter ( Comparable x){


 ajoutAVL( racine, null, true,  x);

}

boolean ajoutAVL(NoeudAVL r, NoeudAVL p, boolean g, Comparable e){


if (r == null) {



r = new NoeudAVL(e, null, null);



if (p == null) racine = r;



else  if ( g )  p.gauche = r;




else p.droit = r;



return true;


}else {



 if (e.compareTo(r.element)<0)




if(ajoutAVL(r.gauche, r, true, e))





  return equilibreG(r, p, g);




else return false;



 else




if(ajoutAVL(r.droit, r, false, e))





  return equilibreD(r, p, g);




else return false;


}

}

 

Suppression

Une suppression peut entraîner plusieurs rotations : en effet une seule rotation n’assure pas forcément que l’arbre soit équilibré : 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
La suppression de 12 : entraîne les 2 rotations 
 
 
 
 

Une rotation peut entraîner une diminution de la hauteur, les fonction d’équilibrage sont donc modifiées :
 
boolean EquilibreDS ( NoeudAVL  r, NoeudAVL p, boolean g){

// retourne true si la hauteur de l’arbre a diminué,false sion


NoeudAVL r1, r2 ;


switch(r.equilibre){


   case -1 : r.equilibre = 0;  return true;


   case  0  : r.equilibre = 1;  return false;


   case  1 :


   default : boolean h;



    r1 = r.droit;



    if(r1.equilibre == -1) {




  r2 = r1.gauche;




  r1.gauche=r2.droit; r2.droit=r1;

  r.droit=r2.gauche; r2.gauche = r;




  if(r2.equilibre==1) r.equilibre = -1; 

  else r.equilibre = 0;




  if(r2.equilibre==-1) r1.equilibre=1; 

  else r1.equilibre = 0;




  r=r2; h = true; r.equilibre = 0;



    }

else{



  r.droit=r1.gauche; r1.gauche=r;



  if(r1.equilibre==0){ 

              

h = false;




r.equilibre=1; r1.equilibre=-1; 



   }

                else{ // entraîne une diminution de la hauteur de ‘,arbre

                         h = true;


          r.equilibre=0; r1.equilibre=0; 



         }



  r=r1;

       }


    if (p==null)  racine = r;


    else if( g ) p.gauche = r;

            else    p.droit = r;



        return h;


}

}

 

boolean EquilibreGS ( NoeudAVL r, NoeudAVL p, boolean g){

// retourne true si la hauteur de l’arbre a diminué, false sinon


NoeudAVL r1, r2 ;


switch (r.equilibre){


   case 1  : r.equilibre = 0;  return true;


   case 0  : r.equilibre = -1; return false;


   default : boolean h;




 r1 = r.gauche;




 if(r1.equilibre==1){




 
r2 = r1.droit; r1.droit=r2.gauche;




 
r2.gauche=r1;   r.gauche=r2.droit;




 
r2.droit = r;




 
if(r2.equilibre ==-1) r.equilibre = 1; 

 
else r.equilibre =0;




 
if(r2.equilibre == 1) r1.equilibre=-1; 

 
else r1.equilibre=0;




 
r=r2;




 
r.equilibre = 0; h=true;




 }else{





r.gauche=r1.droit;





r1.droit=r;





if(r1.equilibre==0){ 

   h=false;





   r.equilibre = -1; r1.equilibre = 1;





}else{// entraîne une diminution de la hauteur de l’arbre

 



   h=true;


  


                  r.equilibre = 0; r1.equilibre = 0;





          }





r=r1;




}




if (p==null)   racine = r;




else  if ( g ) p.gauche = r;




         else    p.droit = r;




return h;


 }

}

La suppression est alors comme suit: 
 
    void supprimer( Comparable x){


            suppAVL(x, racine, null, true);

     }

   

  boolean suppAVL(Comparable e,  NoeudAVL r, NoeudAVL p, boolean g){

      // retourne true si la hauteur de l’arbre a diminué


if (r == null)  return false;


else


  if (r.element.compareTo(e)==0)



   return SuppAVL(r, p, g);

   else


           if(e.compareTo(r.element)<0){



   if(suppAVL(e, r.gauche, r, true))




  return EquilibreDS(r, p, g);



  else return false;



}else{



   if(suppAVL(e, r.droit,r, false))




  return EquilibreGS(r, p, g);



   else return false;



}

   }

 

   boolean SuppAVL( NoeudAVL  r, NoeudAVL p, boolean g){


 // suppression effective du noeud r, retourne true si la hauteur de l’arbre a diminué


 NoeudAVL a,  b;


 a = r;


 if (r.gauche==null) {


    if( p==null) racine = r.droit;



else if ( g ) p.gauche = r.droit;



     else    p.droit = r.droit;



return true;


 }else

   if (r.droit==null) {



 if( p==null) racine = r.gauche;



 else if( g ) p.gauche = r.gauche;




else p.droit = r.gauche;



 return true;


  }else {// les 2 sous arbres sont non vides



 b = r.gauche;



 while(b.droit!=null) b = b.droit;



 r.element = b.element;



 if( suppAVL(b.element, r.gauche, r, true))




 return EquilibreDS(r, p, g);



 else return false;

 


  }

}

Note: On peut montrer que le nombre de rotations engendré par une suppression, pour garder la propriété AVL, est au plus égal à la partie entière de
[image: image41.wmf]2
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 (h étant la hauteur de l’arbre).

Autrement dit, Pour rééquilibrer un arbre AVL après une suppression, il faut jusqu’à h/2 rotations ou double rotations (h est la hauteur de l ’arbre).
Évaluation.

On a vu que la hauteur d'un arbre binaire équilibré au sens AVL est inférieure à O(log n), de plus lors d'un ajout, il y a au maximum une rotation effectuée, donc l'ajout d'un élément dans un arbre AVL est en pire cas en O(log n). Une suppression en revanche peut entraîner jusqu'à O(log n) rotations, bien que les résultats expérimentaux montrent qu'en moyenne il n'y a qu'une rotation toutes les 5 suppressions.

Les évaluations en moyenne des algorithmes sur les arbres binaires équilibrés au sens AVL sont des problèmes qui ne sont pas encore complètement résolus.

Un autre problème avec les arbres AVL est le surcoût de consommation de mémoire non négligeable avec au moins 4 mots de perte par élément. Un arbre AVL avec quelques milliers d'éléments peut donc facilement remplir le cache du processeur, alors qu'un vecteur peut stocker plusieurs dizaines de milliers d'éléments sans remplir le cache. Bien sûr, le cache est un problème uniquement si le conteneur est parcouru entièrement et relativement souvent.
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