Solutionnaire de la série 8 sur le graphes (basé sur Shaffer)

Exo.1.  Vérifions que cela est vrai pour n = 1.

Un graphe réduit à un seul sommet possède 0 = 1(1-1)/2 arêtes (arcs). Par conséquent, le théorème est vrai pour n = 1.

Hypothèse d’induction:  un graphe ayant n sommets possède au plus n(n-1)/2 arcs. 

Vérifions que cela est vrai pour n+1 sommets:  Ajoutons un nouveau sommet à un graphe de n sommets. Le nombre maximum d’arcs qui peut ajouté est n  en reliant ce nouveau sommet à chacun des n sommets. Par conséquent , le nombre maximum d’arcs de ce graphe à n+1 sommets est :

 le nombre d’arcs du graphe à n sommets + n arcs  =  n(n-1)/2 arcs (par l’hypothèse de récurrence) + n 

                                                                                  = n(n+1)/2

Par conséquent, le théorème est vrai.

Exo.2. a. Pour un graphe de n sommets soit connexe, au moins  n-1 arcs sont nécessaires étant donné que chaque arc à ajouter une sommet de plus  à la composante connexe. Pas de cycle signifie qu’il n’y a pas d’arc additionnel donnant ainsi exactement   n-1 arcs. 

Exo.2.b. La preuve est par contradiction. Si le graphe n’est pas connexe, alors par définition il peut être décomposable en plusieurs composantes connexes, 
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 sommets pour la ième composante. Soit k le nombre de ces composantes. Or de la question précédente, on sait que chacune de ces composantes possède 
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 - 1 arcs. On aurait donc 
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Par conséquent, k=1, d'où la contradiction.

Exo. 3.  Les positions vides représentent des éléments nuls
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b. 1 -> 2(10) -> 4(20) -> 6(2) 

  2 -> 1(10) -> 3(3) -> 4(5) 

  3 -> 2(3) -> 5(15) 

  4 -> 1(20) -> 2(5) -> 5(11) -> 6(10)

  5 -> 3(15) -> 4(11) -> 6(3) 

  6 -> 1(2) -> 4(10) -> 5(3) 

(c) La matrice d’adjacence nécessite 36 x 2 = 72 octets. La liste d’adjacence nécessite  24 x 4 + 18 x (2 + 2) = 168 octets. Par conséquent, la matrice d’adjacence est considérablement plus efficace dans ce cas. 
Exo. 4. 

[image: image5.png]



Exo. 5. 
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Exo. 7. Dans le plus mauvais cas, un algorithme calculant le plus court chemin entre deux sommets i et j  va visiter  chaque nœud du graphe. Dans ce processus de visite de chaque nœud, nous pouvons déterminer le plus court chemin entre le sommet de départ et tous les autres nœuds. Par conséquent, dans le pire cas, le coût  pour trouver tous les plus courts chemins n’est plus mauvais que celui qui trouve le plus court chemin entre deux sommets donnés. 

Exo. 8. 

Parmanent        frontiere       poids  temporaire                     poids fixe du chemin

                                                   du chemin  

     {}                  {4}                    T4 = 0                                             T4 =0

     {4}                {1,2,5,6}           T1 =20;T2=5;T5=11 ;T6=10          T2=5

     {4,2}             {1,3,5,6}           T1 = 15, T3= 8, T5=11;T6=10       T3 =8

     {4,2,3}          {1,5,6}              T1=15, T5 = 11, T6 = 10                T6 = 10

     {4,2,3,6}       {1,5}                 T1 = 12 , T5 = 11                            T5 =11

     {4,2,3,6,5}    {1}                    T1 =12                                            T1 =12                            

      {4,3,2,6,5,1}                          { } 
Exo. 11. L’algorithme ci-dessous, de complexité  O(n+e), est une modification de l’aIgorithme DFS. Toutefois, si le graphe n’est pas un DAG (Directed Acyclic Graph = graphe orienté sans cycle), il ne peut détecter de cycle. 

// V est la racine du graphe 

int DAGdepth(Graph& G, int v, int depth) 

 {

  int currmax = depth;

  for (Edge w = G.first(v); G.isEdge(w); w = G.next(w))

  currmax = MAX(DAGdepth(G, G.v2(w), depth+1),currmax);

  return currmax;

 }

Exo. 12.  Pour résoudre ce problème, il suffit simplement d’exécuter l’algorithme de BFS. Si des cycles existent, alors des sommets vont rester dans la file, à la fin d’exécution de BFS.

Exo. 13. Pour résoudre ce problème, il suffit simplement d’exécuter l’algorithme de DFS. Cet algorithme  est de complexité ((n) car ce graphe ne peut avoir que n-1 arcs s’il ne possède pas de cycle, et un cycle va être détecté au plus après avoir visité n arcs.

Exo. 14. Simplement inverser la direction de tous les arcs, et ensuite exécuter l’algorithme standard  de Dijkstra.

Exo. 19. 
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Exo. 20. Simplement en utilisant un algorithme d’arbre de poids minimum (par exemple Kruskal), mais dans ce cas, il faut à chaque prendre l’arc de poids maximum au lieu de l’arc de poids minimum.

Exo. 22.  Comme, dans ce cas, l’algorithme de Kruskal possède une seule alternative en choisissant à chaque itération un arc, ce dernier ne peut donc générer qu’une seule solution, c’est-à-dire un seul arbre de poids minimum. 

Exo. 24. L’algorithme de Dijkstra génère un arbre qui couvre tout le graphe, mais pas nécessairement de poids total minimum.  En effet, considérons l’exemple suivant : 
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L’arbre de poids minimum est  (A, C) (B, C) pour un coût de 5. Mais, si on commence l’algorithme de Dijkstra au sommet A, on prend: (A, C) (A, B) étant donné que, de cette manière, B est plus proche.
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