Les graphes et ses algorithmes

1. Introduction 

La notion de graphe est une structure combinatoire permettant de représenter de nombreuses situations rencontrées dans des applications faisant intervenir des mathématiques discrètes et nécessitant une solution informatique. Circuits électriques, réseaux de transport (ferrés, routiers, aériens), réseaux d'ordinateurs, ordonnancement d'un ensemble de tâches sont les principaux domaines d'application où la structure de graphe intervient. 

En tant que structures de données, les graphes sont une généralisation des structures qu’on a vues jusqu'à présent, dans la mesure où chaque élément d’un graphe peut posséder plusieurs  prédécesseurs et plusieurs successeurs.

2. Quelques exemples d’application pouvant être modelées par un graphe 

a. Le problème des ponts de Königsberg La ville de Königsberg en Prusse (maintenant Kaliningrad) comprenait 4 quartiers, séparés par les bras du Prégel. Les habitants de Königsberg se demandaient s’il était possible, en partant d’un quartier quelconque de la ville, de traverser tous les ponts sans passer deux fois par le même et de revenir à leur point de départ. Le plan de la ville est comme ci-dessous : 


Il peut de se modéliser à l’aide d’un graphe ci-dessous, les quartiers sont représentés par les 4 sommets et les 7 ponts par des arêtes :
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Un cycle eulérien, c'est un chemin qui passe une unique fois par toutes les arrêtes et qui revient à son point de départ. Une chaîne eulérienne, c'est comme un cycle, mais il n'y a pas besoin de retourner au point de départ.
b.  Choix d'un itinéraire : Connaissant la durée des trajets suivants :

                 Bordeaux [image: image2.bmp]  Nantes 4 h

                 Bordeaux [image: image3.bmp]  Marseille 9 h

                 Bordeaux  [image: image4.bmp] Lyon 12 h

                 Nantes[image: image5.bmp]   Paris-Montparnasse 2 h

                 Nantes [image: image6.bmp]   Lyon 7 h

                 Paris Montparnasse [image: image7.bmp] Paris Lyon 1 h (en autobus)

                 Paris-Lyon [image: image8.bmp]  Grenoble 4 h 30

                 Marseille [image: image9.bmp]   Lyon 2 h 30

                 Marseille[image: image10.bmp]    Grenoble 4 h 30

                 Lyon [image: image11.bmp] Grenoble 1 h 15

Comment faire pour aller le plus rapidement possible de Bordeaux  à Grenoble ?

Les données du problème sont faciles à représenter par un graphe dont les arêtes sont

étiquetées par les durées des trajets :
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Il s'agit de déterminer, dans ce graphe, le plus court chemin (ou l'un des plus courts

chemins, s'il existe plusieurs solutions) entre Bordeaux et Grenoble.

c. Organisation d'une session d'examens

Des étudiants A, B, C, D, E et F doivent passer des examens dans différentes disciplines, chaque examen occupant une demi-journée :

             Chimie : étudiants A et B

             Électronique : étudiants C et D

             Informatique : étudiants C, E, F et G

             Mathématiques : étudiants A, E, F et H

             Physique : étudiants B, F, G et H

On cherche à organiser la session d'examens la plus courte possible.

On peut représenter chacune des disciplines par un sommet, et relier par des arêtes les sommets correspondant aux examens incompatibles (ayant des étudiants en commun). Il s'agit alors de colorier chacun des sommets du graphe en utilisant le moins de couleurs possibles, des sommets voisins (reliés par une arête) étant nécessairement de couleurs.
[image: image13.png]Mathématiques

Chimie

Informatique

Electronique

Physique

PG





d. Planification de travaux

Pour rénover une maison, il est prévu de refaire l'installation électrique (3 jours), de réaménager (5 jours) et de carreler (2 jours) la salle de bains, de refaire le parquet de la salle de séjour (6 jours) et de repeindre les chambres (3 jours), la peinture et le carrelage ne devant être faits qu'après réfection de l'installation électrique. Si la rénovation est faite par une entreprise et que chacune des tâches est accomplie par un employé différent, quelle est la durée minimale des travaux ?

On peut représenter les différentes étapes de la rénovation sur un graphe dont les arcs sont étiquetés par la durée minimale séparant deux étapes
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Il s'agit de déterminer la durée du plus long chemin du début à la fin des travaux.

De manière générale, un graphe permet de représenter simplement la structure, les connexions, les cheminements possibles d’un ensemble complexe comprenant un grand nombre de situations, en exprimant les relations, les dépendances entre ses éléments. En plus de son existence purement mathématique, le graphe est aussi une structure de données puissante pour l’informatique.

3. Définition et terminologie 

Un graphe G est constitué de 2 ensembles V et E. V est un ensemble non-vide de sommets. E est un ensemble de paires de sommets de V. Ces paires sont appelés arêtes. V(G) et E(G) représentent, respectivement  l’ensemble des sommets et d’arêtes du graphe G. On écrit aussi G = (V,E) pour représenter le graphe. 

Dans un graphe non orienté, la paire de sommets représentant une arête n’est pas ordonnée.  Autrement dit, les (v1, v2) et (v2, v1) représentent la même arête. 

Dans un graphe orienté (diagraphe), chaque arête est représentée  par la paire orientée <v1, v2>; v1 étant l’origine et v2 l’extrémité de l‘arête dans ce cas, on ne parle plus d’arête mais d’arc. Par conséquent,  <v2, v1> et  <v1, v2> représentent deux arcs différents. La figure ci-dessous représentent deux graphes.
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                                               graphe orienté
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graphes non orienté

Terminologie : un petit vocabulaire réduit

	Terme
	                                         Signification

	adjacence
	deux arcs sont adjacents s'ils ont une extrémité commune ;

deux sommets sont adjacents s'il existe un arc, ou une arête, les reliant.

	arc
	couple (x,y) dans un graphe orienté

	arête
	nom d'un arc, dans un graphe non orienté

	boucle
	arc reliant un sommet à lui-même

	chaîne
	nom d'un chemin dans un graphe non orienté ;

 séquence d’arcs avec une extrémité commune dans un graphe non orienté.

	chemin
	suite d'arcs connexes reliant un sommet à un autre dans un graphe orienté. 

Par exemple (a;b) (b;c) (c;d) (d;b) (b;e) est un chemin reliant a à e ; on le note (a,b,c,d,b,e). 

Un chemin est une chaîne, la réciproque étant fausse

	chemin eulérien
	désigne un chemin simple passant une fois et une seule par toutes les arêtes du graphe ;  il n’existe pas toujours…

	circuit
	chemin dont l'origine et l'extrémité sont identiques (graphe orienté)

	connexe
	Un graphe est connexe s’il existe toujours une chaîne, ou un chemin, entre deux sommets quelconques. Par exemple le plan d’une ville doit être connexe.

	complet
	un graphe est complet si quels que soient deux sommets distincts, il existe un arc (ou une arête) les reliant dans un sens ou dans l'autre

	cycle
	nom d'un circuit dans un graphe non orienté ; 

dans un graphe non orienté, un cycle est une chaîne dont l'extrémité initiale coïncide avec l'extrémité finale

	degré d’un sommet
	nombre d'arêtes issues d'un sommet dans un graphe non orienté ; nombre d’arcs arrivant ou partant d’un sommet dans un arc orienté 

	diamètre
	Le diamètre d’un graphe est la plus longue des distances entre deux sommets. 

	distance
	la distance entre deux sommets d’un graphe est la plus petite longueur des chaînes, ou des chemins, reliant ces deux sommets.

	graphe orienté
	désigne un graphe où le couple (x,y) n’implique pas l’existence du couple (y,x) ; sur le dessin, les liens entre les sommets sont des flèches

	graphe simple
	désigne un graphe non orienté ;  sur le dessin, les liens entre les sommets sont des segments, et on ne parle alors plus d'arcs mais d'arêtes ; 

tout graphe orienté peut donc être transformé en graphe simple, en remplaçant les arcs par des arêtes

	longueur d'un chemin (ou d’une chaîne)
	nombre d'arcs du chemin (ou d’arêtes de la chaîne)

	Ordre d’un graphe
	nombre de sommets du graphe

	Prédécesseur, successeur
	Dans l'arc (x;y), x est prédécesseur de y qui est le successeur de x

	rang
	le rang d’un sommet est la plus grande longueur des arcs se terminant à ce sommet

	sous graphe
	le graphe G' est un sous graphe de G si l'ensemble des sommets de G' est inclus dans l'ensemble des sommets de G, et si l'ensemble des arcs de G' est égal au sous-ensemble des arcs de G reliant entre eux tous les sommets de G’ ; on a donc retiré de G certains sommets, et tous les arcs adjacents à ces sommets.


Arcs (arêtes) incidents à un sommet : nombre d’arcs (arêtes) dont une extrémité part de ce sommet.

Arcs incidents à un sommet vers l’intérieur: partant de ce sommet.

Arcs incidents à un sommet vers l’extérieur: arrivant vers ce sommet.

Un sommet pendant est un sommet de degré 1.

Un pont est une arête telle que sa suppression déconnecte le graphe en question. 

Demi-degré extérieur d’un sommet

Demi-degré intérieur d’un sommet

Un graphe valué est un graphe où les arcs (arêtes) possèdent un poids.

Exercises
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Quels sont les cycles de ce graphe?
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• successeurs (C)?

• prédécesseurs (B)?

• arcs incidents à E vers l'extérieur?

Exercice: Trouver le diamètre des graphes ci-dessous.
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4. Représentation d'un graphe

4.1 Utilisation de matrices

• L'ensemble des sommets du graphe n'évolue pas.

• On utilise un tableau de booléens, dite matrice d'adjacence, de dimension n x n  où n= |V|.

L'élément d'indice i et j est vrai si et seulement si il existe un arc entre les sommets i et j.

Exemple: La matrice d’adjacence du graphe 
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est comme suit: 
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Exercice 

a) quelle est la matrice d'adjacence du graphe suivant?

b) que se passe-t-il si le graphe est non orienté?

c) comment procéder si on a affaire à un graphe valué?

d) comment traiter tous les successeurs du sommet Sx?

e) écrire une fonction qui retourne le demi-degré extérieur de x?
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Avantages : rapidité des recherches, compacité de la représentation, simplicité des algorithmes de calcul;

Inconvénients: représentation ne convenant qu'aux graphes simples; redondance des informations pour les graphes non orientés; stockage inutile de cas inintéressants (les zéros de la matrice), à examiner quand on parcourt le graphe (pour la complexité des algorithmes, le nombre d’arêtes E est à remplacer par 
[image: image24.wmf]2
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4.2 Matrice d'incidence

Un graphe non orienté  à n sommets numérotés et p arcs numérotés peut être représenté par une matrice (n, p) d'entiers : l'élément M[i][j] vaut 1 si le sommet i est une extrémité de l'arête j, 0 sinon :
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                       Représentation par la matrice d’incidence.

Avantages : rapidité des recherches, compacité de la représentation, informations non redondantes pour les graphes non orientés;

Inconvénients : stockage et examen inutile de zéros; les calculs de matrices classiques ne s'appliquent pas.
4.3. Utilisation des listes d'adjacence 

C’est un tableau de liste chaînée. La dimension du tableau est de n. Chaque sommet du tableau contient une liste chaînée de sommets qui lui sont adjacents.
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Exercice 

b) comment faire si le graphe est valué 

d) avantages et inconvénients de cette solution

e) écrire une fonction qui retourne le demi-degré extérieur de x.

5. Quelques Propriétés dans les graphes

Théorème 1  Un graphe ayant n sommets possède au plus n(n-1)/2 arêtes.

Preuve : exercice.

	Pour tout graphe :

(1) La somme des degrés des sommets est égale au double du nombre d’arêtes.

(2) La somme des degrés des sommets est paire

(3) Le nombre de sommets de degré impair est pair


Démonstration 

1. Chaque arête du graphe relie exactement 2 sommets, une arête augmente donc de 2 la somme des degrés des sommets (1 pour chaque sommet). 

2. Il est clair que, d’après ce qui précède, la somme des degrés est paire.

3. Soit N le nombre de sommets de degré impair. Ces degrés valent 2k1+1, …,  , 2kN+1. Les autres valent 2k'1, [image: image27.png]


, 2k'm. La somme des degrés vaut 
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D’après (1), cette somme est paire. D'où le résultat.
Un exemple 

Est-il possible de dessiner, dans le plan, 9 segments de telle manière que chacun en coupe exactement 3 autres ?
En représentant chaque segment par un sommet d’un graphe et en reliant deux sommets par une arête lorsque les deux segments se coupent, le problème se ramène à la recherche d’un graphe à 9 sommets ou tous les sommets sont d’ordre 3.

Or le nombre de sommets de degrés impairs est nécessairement pair, 9 étant impair, le problème n’a pas de solutions….

Cependant, en modifiant l’énoncé : Est-il possible de dessiner, dans le plan, 8 segments de telle manière que chacun en coupe exactement 3 autres ?
Il n’y a plus de contradiction avec le théorème précédent mais il n’est pas sûr que le problème admette une solution. Quelques tâtonnements permettent cependant de répondre positivement à la question posée
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	Le graphe ci-contre répond à la question posée.
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Un dessin possible

 


 
Théorème 2 Dans un graphe simple G, il y a au moins 2 sommets distincts ayant le même degré.

Preuve: Soit n le nombre de sommets de G et soit d(x) le degré du sommet x dans G. On a toujours 0 ≤ d(x) ≤ n-1. Si tous les degrés sont distincts, toutes les valeurs de d(·) sont atteintes, en particulier 0 et n-1. Soit a un sommet de degré n-1. Alors les n-1 sommets restants sont extrémités d’une arête ayant a comme autre extrémité. Les sommets ont donc tous un degré non nul, en contradiction avec l’hypothèse.
Soit A un graphe à n sommets.

Théorème  3 Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(a) A est un arbre.

(b) A ne contient aucun cycle et possède n-1 arêtes.

(c) A est connexe et possède n-1 arêtes.

(d) A est connexe, et chaque arête est un pont.

(e) Deux sommets quelconques de A sont reliés par un unique chemin.

(f) A est acyclique mais l'addition d'une quelconque nouvelle arête crée exactement un cycle. 

6. Implémentation d’un graphe

6.1. Utilisant une matrice d’adjacence 

class Edgelink {

  public:

  int v1, v2;

  Edgelink () {v1 = -1; v2 = -1}

  Edgelink(int in1, int in2) { v1 = in1; v2 = in2; }

};

typedef Edgelink* Edge;

class Graph { // matrice d’adjacence 

 private:

    int** matrix; // la matrice 

   int numVertex; // nombre de sommets 

   int numEdge; // nombre d’arcs (arêtes)

   bool* Mark; //  un booléen pour le tableau

 public:

    Graph(int); // constructeur

   ~Graph(); // destructeur

    int n(); // nombre de sommets du graphe 

    int e(); // nombre d’arcs du graphe

   Edge first(int); // le premier arc 

   int  first(int) ; // retourne le premier sommet adjacent 

   bool isEdge(Edge); // retourne TRUE si c’est un arc 

   Edge next(Edge); // retourne l’arc suivant 

   int next(int,int)

   int v1(Edge); // sommet d’où vient l’arc 

   int v2(Edge); // sommet où va l’arc 

   int weight(int, int); // poids d’un arc 

   int weight (edge  w); // poids d’un arc 

   bool getMark(int); // Retourne une valeur  de marquage 

   void setMark(int, bool); // initialize une valeur de Markage

};

[For completeness, add 

6.2. Les fonctions sont comme suit :
Graph::Graph(int numVert) { // constructeur

     int i,j;

    numVertex = numVert ;

    numEdge = 0 ; 

    mark = new int [numVert]; // initialise le tableau mark

    for (i = 0; i < numVertex; i++)

         mark[i] = 0;

   matrix = (int **) new int*[numVertex]; //alloue l’espace pour la matrice matrix

   for (i = 0 ; i < numVertx; i++)

          matrix[i] = new int[numVertx];

   for (i = 0 ; i < numVertx; i++)

        for (j =0; j < numVertx; j++)

              matrix[i][j] = 0;

}

Graph::~Graph() { // destructeur

      delete [] mark; // retourne la mémoire allouée au tableau mark

      for (i = 0 ; i < numVertx; i++) {

            delete [] matrix[i];

     delete [] matrix ;
}

Edge Graph::first(int v) { // retourne le premier arc 

   for (int i=0; i<numVertex; i++)

      if (matrix[v][i] != NOEDGE)

          return Edge(v, i);

   return NULL;

}

int Graph::fisrt(int v) {

   for (int i=0; i<numVertex; i++)

      if (matrix[v][i] != 0)

          return i;

   return return i;

}

bool Graph::isEdge(Edge w) // TRUE si c’est un arc 

 { return (w != NULL) &&

   (matrix[w->v1][w->v2] != NOEDGE); } // NOEDGE pour dire 0

Edge Graph::next(Edge w) { 

  for (int i=w->v2+1; i<numVertex; i++)

      if (matrix[w->v1][i] != NOEDGE)

          return Edge(w->v1, i);

 return NULL;

}

int next(int v1, int v2)  {

  for (int i=v2+1; i<numVertex; i++)

      if (matrix[v1][i] != 0)

          return i;

 return i;

int Graph::weight(int i, int j) { 

      return matrix[i][j];

}

int Graph::weight(Edge w) { // Return weight of edge

   return matrix[w->v1][w->v2];

}

int Graph::v1(Edge w) { 

       return w->v1; 

} 

int Graph::v2(Edge w) { 

    return w->v2; 

} 

bool Graph::getMark(int v) { 

   return Mark[v]; 

}

void Graph::setMark(int v, bool val) { 

     Mark[v] = val; 

}
6.3. Implementation utilisant une Liste d’adjacence

class EdgeLink { 

  public:

     int weight; // poids de l’arc 

     int v1, v2; // sommets

     EdgeLink* next; // Pointeur à liste de sommets 

     EdgeLink(int vt1, int vt2, int w, EdgeLink* nxt=NULL){ 

          v1 = vt1; v2 = vt2; weight = w; next = nxt; 

   }

  EdgeLink(EdgeLink* nxt =NULL) { 

      next = nxt; 

   }

}; // fin de la déclaration

typedef EdgeLink* Edge;

class Graph { // classe Graph class: liste adjacente 

private:

   Edge** list; //  liste de sommets

   int numVertex, numEdge // nombre de sommets, d’arcs 

   bool* Mark; // tableau de marquage 

public:

   Graph(); // Constructeur

   ~Graph(); // Destructeur

   int n(); // Nombre de sommets 

   int e(); // Nombre d,arcs 

   Edge first(int); // retourne le premier arc

   bool isEdge(Edge); // TRUE si c’est un arc 

   Edge next(Edge); // retourne l’arc suivant 

   int v1(Edge); // 

   int v2(Edge); // 

   int weight(int, int); // poids d’un arc 

   int weight(Edge); // 

   bool getMark(int); //

   void setMark(int, bool); // initialise une valeur de marquage 

};

6.4. Les fonctions de liste d’adjacence 

Graph (int numvert) { // créer un graph avec Numvert sommets 
 int i,j ; 

numvertex = numvert ; 

numedge = 0 ;

mark =  new int[numvert] ; // initialiser le tableau Mark
for (int i=0 ; i< numvertex ; i++)
      mark[i] = UNVISITED;

 list  =  new edge*[numvertex]; 

for (inti=0; I < numvertex; i++)

      list[i] = new edge; 
}

~Graph () {// destructeur

     delete [] mark ; 

     for (int i = 0 ; i < numvertex ; i++) 

           delete list[i]; 

     delete [] list; 

} 
Edge Graph::first(int v) {

   return list[v]; 

}

bool Graph::isEdge(Edge w) {

    return w != NULL; 

}

Edge Graph::next(Edge w) { 

   if (w == NULL) return NULL;

  else return w->next;

}

int Graph::v1(Edge w) {

   return w->v1; 

}

int Graph::v2(Edge w) {

   return w->v2; 

}

int Graph::weight(int i, int j) {

   for (Edge curr = list[i]; curr != NULL; curr = curr->next)

        if (curr->v2 == j) return curr->weight;

   return INFINITY;

}

int Graph::weight(Edge w) { 

    if (w == NULL) return INFINITY;

   else return w->weight;

}

7. Parcours dans les graphes 

Nous avons vu dans le chapitre précédent, étant donnée la racine d’un arbre, l’une des applications les plus prisées et de traverser cet arbre en visitant chacun des nœuds, dans un certain ordre. Nous en avons cités trois manières de le faire : préfixe, infixe et le postfixe. Un problème analogue survient également dans le cas des graphes. 

Étant donné un graphe G = (V,E) et un sommet  v in V(G), nous sommes intéressés par la visite de tous les sommets qui sont atteignables à partir du sommet v (c’est-à-dire tous le sommets connexes à v). dans ce chapitre, nous allons voir deux manière de s’y prendre : recherche en profondeur d’abord (Depth First Search, DFS) et recherche en largeur d‘abord (Breadth First Search, BFS).  Pour s’assurer la visite de tous les sommets,  on procède comme suit 

void graph_traverse(Graph& G) {

   for (v=0; v<G.n(); v++)

   G.Mark[v] = UNVISITED; // Initialiser avec un bit par exemple 

   for (v=0; v<G.n(); v++)

      if (G.Mark[v] == UNVISITED)

          do_traverse(G, v);

}
7.1. La méthode en profondeur d’abord (DFS) 

La méthode DFS dans un graphe procède comme suit: 

On commence par le sommet  v et on le marque comme visité. Ensuite, un sommet non visité, w, adjacent à v est sélectionné et récursivement une recherche DFS est initiée à partir du sommet w . Quand un sommet  u est atteint tel que tous ses sommets adjacents ont été visités, on revient au dernier  sommet visité ayant un sommet adjacent et on recommence la recherché DFS sur ce sommet. 

La recherché se termine quand il n’y a plus de sommet non visité. Cette procédure est mieux illustrée par l’algorithme suivant :

void DFS(Graph& G, int v) { // DFS

   PreVisit(G, v); // prendre une action appropriée sur ce sommet

   G.setMark(v, VISITED); // le marquer comme visité

   for (Edge w = G.first(v); G.isEdge(w); w = G.next(w))

              if (G.getMark(G.v2(w)) == UNVISITED)

                   DFS(G, G.v2(w));

   PostVisit(G, v); // prendre une action appropriée sur ce sommet 

}// fin de fonction
Exemples sur des graphes
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                     Ordre de visite : 1, 2, 4, 3, 5;
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Ordre de visite: A,  C, B, F, D, E.

Complexité 
Observons que DFS examine chaque sommet au plus une fois. Pour chaque sommet u, un temps proportionnel à (degreexterne(u)+1) est nécessaire pour traiter les sommets adjacents de u (pourquoi le +1 ?). Par conséquent,  la complexité de DFS est :


[image: image33.wmf]å

å

Î

Î

+

=

+

=

+

+

=

+

+

=

V

u

V

u

e

n

O

e

n

O

n

reexterne

n

O

u

reexeterne

n

O

n

T

)

(

)

2

(

)

deg

(

)

1

)

(

deg

(

)

(


7.2. La recherche en largeur 

On commence au sommet  v et le marquer comme visité, la méthode BFS est différente de DFS dans le sens où tous les sommets non visités adjacents à v sont les premiers à être visités avant d,aller en profondeur dans le graphe. Ensuite,  les sommets non visités adjacents  à ces sommets  sont visités et ainsi de suite. Pour ce faire, il est clair qu’une file est nécessaire à ce parcours, contrairement à DFS qui utilise une pile. 

Le pseudo code est comme suit.

     visiter un sommet s :

Si s n'a pas encore été enfilé ALORS

         enfiler s ;

     TANT QUE la file n'est pas vide

         soit n le premier sommet de la file;

            {traitement de n}

         défiler;

         enfiler tous les successeurs non encore enfilés de n

     FIN TANT QUE

FIN SI
Une implémentation en C++ peut être comme ci-dessous. 

void BFS(Graph& G, int start) {

   Queue Q(G.n());

    Q.enqueue(start);

    G.setMark(start, VISITED);

    while (!Q.isEmpty()) {

       int v = Q.dequeue();

       PreVisit(G, v); // traiter le sommet v , s’il y a lieu

       for (Edge w = G.first(v); G.isEdge(w); w=G.next(w))

           if (G.getMark(G.v2(w)) == UNVISITED) {

               G.setMark(G.v2(w), VISITED);

               Q.enqueue(G.v2(w));

           }

    PostVisit(G, v); // Traiter le sommet v, s’il y a lieu  

    }
}
Exemple sur des graphes
[image: image34.png]



Ordre de parcours : 1, 2, 4, 5, 3

[image: image35.png]



Ordre de parcours :  A,C,E,D,F,B

Complexité : Il est clair que cette complexité est donnée par celle de la boucle while. Comme un sommet n’est jamais visité plus d’une fois, cette boucle  est au plus répétée  n fois. Le nombre d’itérations de la boucle for  est proportionnel au degré de chaque sommet u+1 (le +1 car même si degre(u)=0, la boucle fera quand même le test)  . En additionnant sur les sommets, on obtient :
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7.3. Quelques applications de parcours de graphes

Application 1 : Accessibilité

Pour connaître les sommets accessibles depuis un sommet donné d'un graphe (orienté ou non), il suffit de faire un parcours en profondeur à partir de ce sommet, en marquant les sommets visités : 

marquage des sommets accessibles depuis un sommet s :

      visiter s

visiter un sommet k:

   si k n'a pas encore été visité 

      alors

         marquer k;

         visiter tous les sommets adjacents de k

     finsi
Application 2 : composantes connexes

Définition : Un graphe est connexe si et seulement si, quelque soit deux sommets, ils  sont reliés par une chaîne (chemin). 

[image: image37.png]



Définition: Une composante connexe d’un graphe est un sous graphe connexe de taille maximale. 


Remarque : il est toujours possible de partitionner un graphe en composantes connexes. Par exemple, sur la figure ci-dessous, le graphe est scindé en 3 composantes connexes. 
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Comment déterminer les composantes connexes d’un graphe? 

En appliquant d’une manière répétitive le parcours DFS ou BFS sur tous les sommets non encore visités. Il est clair qu’une composante connexe est constituée du sous graphe dont les sommets sont visités par un seul appel à DFS ou BFS 

for i = 1 to n do
   marquer(i) = 0     

fin pour 

pour i =  1 à n 

  si marquer(i) = 0 alors DFS(i) (ou alors BFS);   

   restituer le sous graphe visité par DFS (formant une composante connexe)

fin pour

Complexité : Si G est représenté par sa liste d’adjacence, alors le temps total pris par DFS est en  O(e), e étant le nombre d’arêtes. La restitution peut être complétée en temps O(e) si DFS garde une liste de tous les sommets nouvellement visités. Comme la boucle pour est en O(n), la complexité totale, pour générer toutes les composantes connexes, est en O(n + e). 

Application 4 : Graphe orienté sans circuit

Un graphe orienté comporte un circuit si et seulement si, lors du parcours des sommets accessibles depuis un sommet, on retombe sur ce sommet. Pour savoir si un graphe est sans circuit, il suffit donc d'adapter DFS ou BFS, en maintenant une liste des sommets critiques (en cours de visite):

Pour tout sommet s

         Si s n'a pas encore été visité 

             visiter s

         finsi

finpour;

répondre ''non: il n’y a pas de cycle''

visiter s :

    si s est dans la liste critique {
          répondre ''oui : il y a un cycle'';

          return 

        } 

   sinon {
           ajouter s à la liste critique;

           pour chaque w, successeur de s 

               visiter  w;

           }
Question : cet algorithme est l’adaptation de DFS ou BFS ?

8. Applications dans les graphes

Dans cette section, nous allons discuter de deux applications, très connues dans la théorie des graphes : le problème de l’arbre recouvrant de poids minimum et le problèmes du plus court chemin. 
8.1.  Arbres couvrants de poids minimum
Un réseau comporte des machines A, B, C, D, et E qui doivent pouvoir communiquer entre elles. Les liaisons envisagées sont représentées par le graphe suivant (les arêtes sont étiquetées par la distance entre les machines):
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                                                               figure 8.1

Question : Comment câbler le réseau à moindre coût ?

Réponse : Il s'agit d'enlever des arêtes au graphe de façon qu'il reste connexe, et que la somme des pondérations des arêtes soit la plus petite possible. Remarquons que le graphe partiel recherché est sans cycle (pourquoi ?). Le problème est ramené au problème suivant :

Définition : Le problème de l'arbre recouvrant de poids minimal est celui qui consiste à déterminer un arbre qui soit un graphe partiel d’un graphe G simple connexe et dont le poids total est minimal

Exemple de solutions sur un graphe 
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figure 8.2

Algorithme de Kruskal 

La stratégie de cet algorithme consiste à construire l’arbre en question comme suit : on part d’une solution vide. On choisit, à chaque fois,  une arête de G de poids minimum et qui ne crée pas de cycle. Soit E l'ensemble des sommets de G. On utilisera un ensemble d'arêtes T qui sera en sortie l'arbre couvrant minimal et un ensemble d'arêtes F qui représentera les arêtes qui peuvent être choisies.

T  = { };
F =  E ;

tant que |T| < n - 1 faire

     trouver une arête e de F de poids minimal

     F = F - e

                 si T + e est acyclique // ne contient pas de cycle

                    alors T = T + e

                 finsi

            fin tant que
Exemples 

1. Reprenons le graphe de la figure 8.2, et construisons l’arbre recouvrant de poids minimum à l’aide de l’algorithme de Kruskal.
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2. Pour la figure 8.1, on aura ce qui suit :

Poids      Arêtes

2             B-C

2             D-E

3             C-D

                       4             B-D        éléminée

4             A-E

                       5             A-B        éléminée

                       6             B-E        éléminée
Preuve d’optimalité de l’algorithme de Kruskal 
Soit T l’arbre généré par l’algorithme de Kruskal et M l’arbre de poids minimum  pour un graphe donné G. Nous allons montrer que  M et T ont le même coût.

Soit E(T) et E(M) respectivement les arêtes constituant T et M. Si n est le nombre de sommet de G alors T et M ont (n-1) arêtes.  Si E(T) = E(M), alors l’arbre T de Kruskal est clairement de poids minimum. Si E(T) ( E(M), alors il existe une arête q telle que q ( E(T) et q ( E(M). L’inclusion de q dans E(M) va créer un seul et unique cycle (voir théorème 3 ci-dessus). Soit q,  e1,  [image: image42.png]


, ek  cet unique cycle. Soit  ej une arête sur ce cycle telle que ej (E(T). Si ej est d’un poids plus petit que q, alors l’algorithme de Kruskal aurait considéré q avant ej. Par conséquent le poids de ej  est plus grand que celui de q. 

Considérons maintenant le graphe avec les arêtes E(M) ( {q}. La suppression d’une arête quelconque du cycle q,  e1,  [image: image43.png]


, ek  va créer un arbre A (voir théorème 3). En particulier, si l’arête ej est supprimée, alors l’arbre résultant  A aura un coût qui n’est pas plus grand que celui de l’arbre minimum M (car le poids de ej  ( au poids de q). Par conséquent, le poids de l’arbre A est aussi minimal. 

Utilisant cette transformation, l’arbre M peut être transformé en un arbre T de Kruskal sans augmenter son poids. Par conséquent, l’algorithme de Kruskal génère un arbre de poids minimum.

Remarque : Noter que si toutes les arêtes sont de poids différents, la solution est unique; il ne peut avoir plusieurs solutions que si, parmi des arêtes de même poids, un choix d'élimination se propose.)

Complexité : La boucle tant que de l'algorithme est exécutée |T| fois; le test permettant de savoir si une arête crée ou non un cycle dans A peut se faire en moins de |S| opérations (le nombre d'arêtes de l'arbre A étant |S| - 1) (dites comment le faire le faire ?). La complexité est donc de l'ordre de |T| x |S| (le tri des arêtes, qui peut se faire en |T| log |T| opérations, est négligeable).
8.2.  Le plus court chemin  

Soit un graphe (orienté ou non) pondéré, c'est-à-dire chaque arc de ce graphe est muni d'un poids (nombre réel). 
Le poids d’un chemin est défini comme étant la somme des poids des arcs qui le constituent. 
Le problème du plus court chemin, dans ce chapitre, consiste à déterminer le poids minimal d'un chemin d'un sommet à tous les autres, en supposant des poids positifs.

L’algorithme présenté ci-dessous est celui de Dijkstra. La stratégie de cet algorithme est comme suit : 

On construit un ensemble fixé (permanent) de sommets x ayant le plus court chemin 
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. Initialement, cet ensemble contient juste le sommet de départ S, et son plus court chemin à lui-même est
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. À chaque étape, on considère l’ensemble frontière des sommets qui ne sont pas encore fixés et sont adjacents à ceux qui sont permanents. Si le sommet y qui est dans frontière est adjacent à 
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appartenant à l’ensemble permanent, alors nous posons temporairement 
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), comme illustré par la figure ci-dessous. Parmi les sommets adjacents à cet ensemble permanent, nous prenons w dont 
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 est minimale. Il est alors mis dans l’ensemble fixé et supprimé de l’ensemble frontière. Cette procédure est répétée jusqu’à ce que l’ensemble frontière devienne vide.






Théorème : Si un sommet w dans frontière possède le plus petit chemin temporaire 
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 parmi les sommets de cet ensemble, alors ce poids devient permanent.

Preuve: La preuve est par contradiction. Supposons que 
[image: image56.wmf]w
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 ne peut pas être mis comme étant le plus petit chemin pour le sommet w. Alors, il doit exister un autre chemin de poids plus petit du sommet S au sommet w (voir figure ci-dessous). 

Ce nouveau chemin contient le plus petit chemin de S à x, ensuite, ça continue vers v. Ensuite, une autre suite de sommets (représenté dans la figure par des lignes courbées), avant d’arriver au sommet w.  Autrement dit, 
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 + poids du chemin en ligne courbée < 
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. Mais cette inégalité ne peut pas être vraie pour la simple raison que le poids du chemin en ligne courbée est positif. D‘où le résultat du théorème. 






POUR tout sommet t

     d(s; t) := +infini

FINPOUR;

T[s] = 0;

TANT QU'il reste des sommets non fixés

1. choisir un sommet w non fixé tel que T[t] soit minimal;

2. supprimer  w des sommets non fixés

3. POUR tout (w,x) dans E 

              SI T[x] > T[w] + poids (w,x) 

                 ALORS

                   T[x] = T[w] + poids (w,x)

                   Si  x n’est pas membre de frontiere

                         ajouter x à frontiere     

             FIN SI

          FIN POUR

FIN TANT QUE
void Dijkstra(Graph& G, int s) { // utiliser tableau 

   int T[G.n()];

   for (int i=0; i<G.n(); i++) // Initialize

         T[i] = INFINITY;

   T[s] = 0;

   for (i=0; i<G.n(); i++) { // traiter les sommets 

      int v = minVertex(G, D);

      if (T[v] == INFINITY) 

           return; // non-atteignable 

      G.setMark(v, VISITED);

      for (Edge w = G.first(v); G.isEdge(w); w=G.next(w))

         if (T[G.v2(w)] > (T[v] + G.weight(w)))

                T[G.v2(w)] = T[v] + G.weight(w);

     }

}
int minVertex(Graph& G, int* T) { // retourner le minimum des sommets 

    int v; // Initialise v à un sommet non visité;

    for (int i=0; i<G.n(); i++)

         if (G.getMark(i) == UNVISITED) { 

               v = i; 

               break; 

         }

  for (i++; i<G.n(); i++) // trouver la plus petite valeur de T 

             if ((G.getMark(i) == UNVISITED) && (T[i] < T[v]))

                       v = i;

     return v;

}
Exemple : Soit à chercher les plus courts chemins depuis le sommet A vers tous les autres sommets dans le graphe suivant :
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Le tableau suivant présente les distances depuis A et les arcs marqués au cours des différentes étapes de l'algorithme :

             Parmanent          frontiere       poids  temporaire                     poids fixe du chemin

                                                                   du chemin  

                  {}                    {A}                    Ta = 0                                             Ta = 0

                 {A}                  {B,C,D}             Tb =8 ;Tc=2 ;Td=1                        Td=  1

                 {A,D}              {B,C}                 Tb = 7, Tc = 2                                Tc = 2

                 {A,D,C}          {E,B}                 Te = 5, Tb =7                                  Te = 5

                 {A,D,C,E}       {B}                    Tb = 6                                             Tb = 6

                 {A,D,C,E,B}   {}                                                   
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Complexité : exercice !!
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